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1 Gezeitenkrifte

Der Begriff der Gezeitenkréfte, der meist in Zusammenhang mit dem Erde-Mond-System genannt wird,

beruht nicht wie oft vermutet auf Fliehkrafteffekten, sondern auf differentieller Schwerkraft, die auf réum-

lich ausgedehnete Objekte wirkt.

Zur Ilustration ein einfaches Beispiel in nur einer rdumlichen Dimension:

gegeben seien zwei Punktmassen m, die durch einen Faden der Lénge r zusammengehalten werden, im

Schwerefeld einer (Punkt-)masse M.
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Abbildung 1: Gezeitenkréfte in einer Dimension

Nach dem allgemeinen Gravitationsgesetz wirkt auf die beiden Massen m die Kraft

bzw.

mM

Fy=y— .
2= R+

mit: v = 6,67 - 10711 (Gravitationskonstante)

(2)

Wie man sofort erkennt, wichst die Kraft mit kleiner werdendem Abstand R zur felderzeugenden Masse

M immer mehr an (F; > F5), demnach wird der Faden mit F; — F5 gespannt.

Sind die beiden Probemassen hingegen nicht miteinander verbunden, so fithrt die Gezeitenkraft Fy —Fs :=

mAa zu einer stetigen Zunahme des Abstandes zwischen ihnen.

2 Allgemeine Rechnung fiir System Erde-Mond

Beim Ubergang zum dreidimensionalen Fall des Erde-Mond-Systems ist obige Betrachtung fiir jeden

Punkt der kugelférmig angenommenen Erdoberfliche durchzufiihren. Der Mond kann ohne Einschrinkung

der Allgemeinheit als punktformig angenommen werden, so lange sich Erde und Mond nicht beriihren,



denn das Gravitationsfeld einer rotationssymmetrischen Massenverteilung ist gleich dem einer Punktmas-

se.

Berechnet wird nun die Gezeitenbeschleunigung Ad(#) an einem beliebigen Punkt der Erdoberfliche.
Das System ist rotationssymmetrisch um die Verbindungsachse zwischen den Schwerpunkten von Erde

und Mond, somit geniigt es, die Betrachtung fiir eine Schnittebene durch die Schwerpunkte zu fiithren
(vgl. Abb.).

Mond P

Erde

Abbildung 2: Das System Erde-Mond

Die allgemeine Formel der Gravitationsbeschleunigung einer Probemasse im Abstand r einer Masse m

lautet

- m,
Qgrav = ’YTT))T (3)
Fiir obigen Fall gilt also am Punkt P (R = Erdradius)
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wobei der Vektor f im Wesentlichen die Richtung und die relative Grofe der Beschleuigung angibt. Der
numerische Wert folgt dann durch Multiplikation mit dem Vorfaktor.



Mittels des Winkels ¢ aus obiger Abbildung ldsst sich JF vereinfacht schreiben als

= (- ()" Grromo). —(2)'sn0) L

Fiir den Tidenhub verantwortlich ist nun nicht die gesamte Grofle f, sondern lediglich der Anteil, welcher
senkrecht auf die Erdoberfliche ist. Der komplementére Anteil, der in der lokalen Ebene der Erdoberflache
liegt, leistet keinen Beitrag zum Tidenhub, allerdings werden hierdurch die Gezeitenstromungen verur-
sacht. Diese wiederum fiihren zu den zum Teil extrem hohen Gezeitenwirkungen, welche in verschiedenen

Buchten bei entsprechend giinstiger Form auftreten.

3 Die Normalkomponente der Gezeitenkraft

Die fiir den Tidenhub verantwortliche Normalkomponente von f beziiglich der Erdoberfliche berechnet

sich aus dem Skalarprodukt f -7 mit dem Normalenvektor 7 = (cos ¢, sin ¢).

—
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Bis an diesen Punkt ist die Theorie exakt, keine Ndherungen sind bis hierher eingeflossen. Zur endgiiltigen
Berechnung des Tidenhubs ist jedoch eine (wie noch gezeigt wird, unwesentliche) Einschrinkung getroffen

werden.

4 Bestimmung des Tidenhubs

Die Oberfliche des offenen Ozeans wird sich bei Vernachlissigung von inneren Reibungskriften (wel-
che im realen Fall im Wesentlichen zu einem Hinterherhinken der Flutwelle hinter dem Mond fiihren)
genau an einer Aquipotentialfliiche des Gravitationspotential des Systems Erde-Mond ausrichten. Setzt
man voraus, dass sowohl Erde als auch Mond eine kugelférmige Gestalt annehmen, berechnet sich die

Aquipotentialfliche einfach aus der allgemeinen Gravitationsgleichung zu
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Man geht also davon aus, dass die Anderung der Erdoberfliche durch die Gezeitenkraft ihre Form nicht

wesentlich dndert.

Fehlerabschitzung:

Bei einem Abstand der Schwerpunkte von Erde und Mond von 2 Erdradien errechnet man einen ma-
ximalen Tidenhub von ca 100km. Wegen der Asymmetrie in Ebbe- und Flutwirkung (s. unten) folgt
daraus eine mittlere Massenverschiebung an der Erdoberfliche von ca. 35km Hohe. Setzt man dies in
Verhiltnis zum Erdradius von 6370km, so wird der Fehler durch obige Naherung im Bereich unterhalb
0,6% liegen. Fiir grofiere Annéherung wichst der Zenithub immens schnell an, weswegen die Niherung
der Kugelformigkeit nicht mehr ohne Einschrinkungen aufrecht erhalten werden kann. Fiir diesen Ex-
tremfall sind weitergehende sehr aufwéndige Rechnungen mit Hilfe zeitunabhéngiger Stérungsrechnung
von Noten. Dieser Weg soll hier nicht weiter verfolgt werden, da bei Tidenhiiben iiber 100km fiir das reale
Objekt Erde sehr extreme Effekte erwartet werden konnen (Zerreissen der kompletten Plattenstruktur,
die lediglich eine Dicke von einigen 10km besitzen). Fiir noch groflere Anniherungen versagt also das

Modell vollsténdig, auftretende Effekte sind kaum noch vorhersagbar.

Der maximale Tidenhub berechnet sich als Differenz

AR = Rmaa: - Rmin; (10)

wobei der Zenithub als Differenz von R,,,, der mondzugewandten Seite und dem darauf folgenden R,

bestimmt wird, der Nadirhub ab dem R,,,, zur mondabgewandten Seite gerechnet wird.

Leider ist Gleichung (7) nicht analytisch fiir beliebige Absténde Erde-Mond bestimmbar, und die nume-
rische Bestimmung in adidquater Néherung ist fiir Webanwendungen mit zumeist geringer numerischer
Leistung nicht in Echtzeit durchfithrbar. Aus diesem Grund werden die numerischen Rechnungen vor-
ab durchgefiihrt; die Ergebnisse, die als Grundlage der grafischen Simulationen dienen kénnen, sind im

Anhang aufgefiihrt.

Erldauterung zu den angegebenen Werten:

Die Zenitflut tritt auf bei einem Winkel von ¢ = 0°, das darauf folgende Ebbetal erreicht sein Minimum
bei ca. ¢ = 45°. Die etwas flachere Nadirflur setzt bei ¢ = 90° ein, das Minimun tritt wegen der
Symmetrie um die Verbindungsachse Erdschwerpunkt - Mondschwerpunkt wiederum bei ca. ¢ = 45° auf.
Der maximale Tidenhub errechnet sich dann aus der Differenz zwischen den Hiiben des Flutbergs und
Ebbetals.



Man beachte:
Die Tabellenwerte sind bzgl. ihres Nullpunktes nicht normiert, d.h. die Auslenkung bei Ebbe ist natiirlich
im Vergleich zu ihrer hypothetischen Lage bei Abwesenheit des Mondes negativ. Fiir den Tidenhub als

Differenz zwischen Flut und Ebbe ist diese absolute Nullage jedoch nicht relevant!

5 Naherungsverfahren fiir f

Mittels einer Taylorentwicklung von f bis zum linearen Glied lasst sich das System so weit vereinfachen,
dass eine analytische Losung gefunden werden kann. In diesem Abschnitt wird das Ergebnis abgeleitet

und abgeschétzt, bis zu welcher Anndherung von Erde und Mond diese Naherung Giiltigkeit besitzt.

Taylorentwicklung von f nach Potenzen von %, also nach dem Abstand zwischen Erd- und Mondschwer-

punkt in Einheit von Erdradien bis zum linearen Glied liefert

—

f=(2cos¢, sing) (11)
Daraus folgt sofort die Normalkomponente

—

f-f=2cos?¢—sin? ¢ (12)

Eingesetzt in (8), (9) und (10) erhélt man direkt den Tidenhub

_ 3mR*

AR= s

mit m: Mondmasse und M: Erdmasse.

Giiltigkeit der Ndherung:

In dieser Naherung ist Zenit- und Nadirhub gleich gro8}, die insbesondere bei kleinen Absténden dominie-
renden Unterschiede werden durch hohere Taylorglieder beschrieben. Trotzdem liefert die Naherung fiir
nicht zu kleine Abstéinde gute Ergebnisse, fiir 20 oder mehr Erdradien ist der Fehler geringer als 10%,

Tendenz stark abnehmend, weswegen etwa diesem Abstand die Niherung angebracht ist.



6 Zusammenfassung

Fithrt man das Gedankenexperiment der Anndherung des Mondes aus dem Unendlichen an die Erde

durch, so lassen sich mit obigem Modell drei Bereiche (mit flieBendem Ubergang) festmachen:

e Vom Unendlichen bis herunter zu etwa 20 Erdradien ist die lineare Taylorndherung

_ 3mR*

AR = 290
R 2Mr3

eine gute Approximation, so lange nicht explizit die Unterschiede zwischen Zenit- und Nadirflutberg

betrachtet werden sollen.

e Bis zu einem Abstand von 2 Erdradien liefern die numerischen Ergebnisse der nicht gendherten
Formel eine gute Beschreibung der Realitdt, in diesem Bereich sind Unterschiede zwischen Zenit

und Nadir nicht mehr zu vernachléssigen.

e Fiir Abstidnde unterhalb zweier Erdradien muss man mit sehr komplexen weiteren Effekten rechnen,
die die hier gemachte Modellvorstellung bei weitem {iberschreiten, bis hin zum kompletten Zerreissen

der Erde; auch sind Riickwirkungen auf den mechanisch deutlich stabileren Mond zu erwarten.



7 Tabelle der numerischen Ergebnisse und Vergleich mit der

Niherung

Abstand Zenit Nadir N&herung (Zenit und Nadir)

1,3 102913046 12677,18204 53625,02

15 871936,3477 8987,065512 34907,90191

2 100927,2632 4580,128549 14726,77112

3 13261,31643 1785,657303 4363,487739

4 4014,270533 896,5842088 1840,84639

6 879,6236257 323,90367 545,4359673

8 321,985685 152,1715969 230,1057987

10 151,7770581 83,32045449 117,8141689

15 40,38848611 27,07567277 34,90790191

20 16,16587014 11,97644484 14,72677112

30 4,547860271 3,723517755 4,363487739

40 1,87004711 1,609572691 1,84084639

50 0,942926919 0,836303354 0,942513352

60 0,540157852 0,488755782 0,545435967

80 0,225011925 0,208753482 0,230105799

100 0,114336727 0,10767831 0,117814169

Abbildung 3: Vergleich mit der Naherung
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Numerische Ergebnisse der nicht taylorgendherten Formel

Abbildung 4
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